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Königsberger Brückenproblem [Euler, 1741]

Pregel
Lohmse

Alter Pregel

Neuer Pregel

Altstadt

Vorstadt
Basel 1707 – St. Petersburg 1783



3

I) Eulerkreise

Kneiphof

Def. Sei G ein (un-)gerichteter Graph.
Ein Eulerkreis (-weg) in G ist ein Kreis (Weg),
der jede Kante genau einmal durchläuft.
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Königsberger Brückenproblem [Euler, 1741]

Pregel
Lohmse

Alter Pregel

Neuer Pregel

Altstadt

Vorstadt
Basel 1707 – St. Petersburg 1783



3

I) Eulerkreise

Def. Sei G ein (un-)gerichteter Graph.
Ein Eulerkreis (-weg) in G ist ein Kreis (Weg),
der jede Kante genau einmal durchläuft.
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Königsberger Brückenproblem [Euler, 1741]
Geburtsstunde der
Graphentheorie!

Angenommen ja.

⇒ Es gibt einen
Eulerkreis K.A

B

C

D
Ist dieser

(Multi-) Graph
eulersch?

Basel 1707 – St. Petersburg 1783



3

I) Eulerkreise

Def. Sei G ein (un-)gerichteter Graph.
Ein Eulerkreis (-weg) in G ist ein Kreis (Weg),
der jede Kante genau einmal durchläuft.
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der inzident zu nicht-markierten Kanten ist?

Dazu verwalten wir in jedem Knoten v ein Flag v.erledigt,
das auf wahr gesetzt wird, wenn die letzte zu v inzidente
Kante markiert wird.

Wenn also K ̸= E(G), dann gehen wir mit einem neuen Zeiger
z (beginnend mit v0) durch K, bis wir den ersten noch nicht
erledigten Knoten finden.



8

Eulerkreis, ganz schnell (Forts.)
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erledigten Knoten weiter – bis K = E(G).

Im Laufe der Zeit geht der Zeiger z durch K, bis er wieder
beim Startknoten v0 ist,

Aufwand für das Vorrücken des Zeigers z:

Aufwand für die Aufrechterhaltung der erledigt-Flags:

O(E)

O(V )

also genau 1× über jede Kante.



8

Eulerkreis, ganz schnell (Forts.)
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Bem. In zusammenhängenden Graphen gilt |E| ≥ |V | − 1,

also O(V ) ⊆ O(E). □

also genau 1× über jede Kante.
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Kosten fürs Zeigerbewegen:
∑

v∈V outdeg(v) = |E|.
□

schwach︸ ︷︷ ︸

schwach︸ ︷︷ ︸

⋆



10

Algorithmische Graphentheorie

Sommersemester 2025

1. Vorlesung

Rundreiseprobleme: Teil II – Hamiltonkreise

Lehrstuhl für Informatik I Alexander Wolff



11

Übersicht

II) Hamiltonkreise

III) Handlungsreisen

I) Eulerkreise

P NP-schwer
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II) Hamiltonkreise

Def. Sei G ein (un-)gerichteter Graph.
Ein Hamiltonkreis (-weg) in G ist ein Kreis (Weg),
der jeden Knoten genau einmal durchläuft.

Ein Graph heißt hamiltonsch, falls er einen
Hamiltonkreis enthält.

Sir William Rowan Hamilton

1805 Dublin – 1865 Dunsink (c) 2002 James Dalgety, The Puzzle Museum

Icosian Game / Traveller’s Dodecahedron
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A Voyage Round the World

Frage: Ist das Skelett des Dodekaeders hamiltonsch?
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A Voyage Round the World

Frage: Ist das Skelett des Dodekaeders hamiltonsch?

Die Skelette der vier anderen platonischen Körper auch.

Antwort: Ja!
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degG(u) + degG(v) ≥ n := |V |. Dann gilt:

G hamiltonsch ⇔ G+ uv hamiltonsch.

(V (G), E(G) ∪ {uv})

Beweis.
”
⇒“

”
⇐“

Jeder HK in G ist auch ein HK in G+ uv.

Annahme: Jeder HK in G+ uv benutzt die Kante uv.

Sei K = ⟨u = v1, v2, . . . , vn = v, u⟩ ein solcher HK.

u

v

Kv2 v3

vn−1

N(v) := {vi ∈ V : vvi ∈ E} sind die Nachbarn von v.

F (v) := {vi ∈ V : vi−1 ∈ N(v)} sind deren Nachfolger.

Es gilt deg(v) =

N(u) := {vi ∈ V : uvi ∈ E} sind die Nachbarn von u.

u /∈ N(u) ∪ F (v)

Aber |N(u)|+ |F (v)| =
⇒ |N(u) ∪ F (v)| ≤

Es gilt immer |A ∩B| = |A|+ |B| − |A ∪B| ⇒ |N(u) ∩ F (v)| ≥

|N(v)| = |F (v)|.

vn−2
n− 1.

deg(u) + deg(v) ≥ n.

1
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Satz von Dirac

Satz. [Chvátal & Bondy]
Sei G ein ungerichteter Graph mit |V (G)| ≥ 3.
Seien u und v nicht-adjazente Knoten von G mit
degG(u) + degG(v) ≥ |V |. Dann gilt:

G hamiltonsch ⇔ G+ uv hamiltonsch.
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Sei G ein ungerichteter Graph mit |V (G)| ≥ 3.
Seien u und v nicht-adjazente Knoten von G mit
degG(u) + degG(v) ≥ |V |. Dann gilt:

G hamiltonsch ⇔ G+ uv hamiltonsch.

Kor. Sei G ein ungerichteter Graph mit n := |V (G)| ≥ 3.
Falls jeder Knoten von G Grad ≥ n/2 hat, so ist G
hamiltonsch.
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Sei G ein ungerichteter Graph mit |V (G)| ≥ 3.
Seien u und v nicht-adjazente Knoten von G mit
degG(u) + degG(v) ≥ |V |. Dann gilt:

G hamiltonsch ⇔ G+ uv hamiltonsch.

Kor. Sei G ein ungerichteter Graph mit n := |V (G)| ≥ 3.
Falls jeder Knoten von G Grad ≥ n/2 hat, so ist G
hamiltonsch.

Beweis. Probieren Sie’s!
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